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Limity okolo nas

1. Limity okolo nas

Uloha. Druha kozmicka rychlost
Akt rychlost’ musi dosiahnut’ umela druzica, aby dokazala opustit’ gravitacné pole Zeme?
Riesenie.
Rychlost, ktort musime udelit' druZzici, aby sa vymanila z gravitacného pola Zeme, nazyvame druha
kozmicka rychlost’. Ozna¢me ju symbolom v;;.
Dalej oznaéme T — pohybovii (kineticktl) energiu druZice, U — polohovii (potencialnu) energiu druZice.
Pocas celého letu plati zakon zachovania energie, tj.
T + U = konstanta.

Odtial’ vyplyva, Ze takisto musi platit’

T (zaciato¢na) + U (zaciato¢na) = T (kone¢na) + U (konecna).

Na zaciatku pohybu je druzica s hmotnostou m na povrchu Zeme a udelime jej rychlost’ v. To znamena, ze
S 1 o
T (zaciatoCna) = Emv2 , U (zaciatoc¢na) = 0.

V konec¢nej faze letu (v okamihu zastavenia) zase plati

R

rmax

11
T (konednd) = 0, U (konetnd) = mgR” (___j,

kde g — tiazové zrychlenie (g ~ 9,81 m/s®), R — polomer Zeme (R = 6378 km), ... — vzdialenost’ druzice

X
od povrchu Zeme.
Dosadenim do zakona zachovania energie dostavame

lmvzzngz l_L ,
2 R r

max

v=\/2gR2[l—Lj .
R rmax

Ak druzici udelime druht kozmicku rychlost, unikne z gravitatného pola Zeme, tj. doleti ,,nekonecne

Fmax > ® R Tmax

odtial

d’aleko* od planéty Zem. Preto




Limita funkcie

Veta 9:Nech lim f(x) =a , aeR; nech pre vSetky xe V(a) ™ plati f(x) >k, keR. Potom a > k.

xX—>a

Priklad. Nech plati  lim f (x) =L. Zrejme acRU{t wo}, asucasne LeRU{t+ co}. Najdite priklad

xX—>a

pre kazdi kombinaciu ¢isel a, L.

Riesenie.
i) lim f(x)zL; aeR, LeR = lim 22X g
xX—a x—=>0 X
y=sinx/x
—4Mn —Z\\/n \/n 3Mn
Sy o1
i) hmf(x)zL; aeR, L= = hm—zzoo
x—a x—>0 x
1opr y=1/(x*)
spt
ot
401
0.
-3 ) -1 1 2 3

* Symbolom Io/(a) oznadujeme rydze (prstencové) okolie bodu a; plati IG/(a) =V(a)—{a}.



Limita funkcie
Dopliime este dokaz pomocou Cauchyho definicie limity funkcie. Predpokladajme, ze existuje

lim sinx=L. Nech napriklad L > 0. Potom ku kazdému okoliu U(L) = (L — g; L +¢€), € >0, musi
X—>x0

existovat’ také okolie V(o) =(3; ), 6 >0, ze pre vSetky xe V() plati g(x) =sinxelU (L) .

1 ) L . o _ 3n
Polozme ¢= E . Potom v intervale (J; ) existuje nekonecne vela ¢isel tvaru X = 7+ 2kn, keN, pre

) . _ _ 1 1
ktoré plati g(f)=s1n(37n+2knj=—1. Tj. pre vietky X V() plati g(x)eé(L—E; L+Ej.

Podobne by sme ukazali, ze nemdze nastat’ ani pripad L < 0. Z vety 9 vyplyva, ze nemoze nastat’ ani

moznost’ L = oo, resp. L =— oo, teda neexistuje lim sinx.
X—>0
L . 1
Priklad, Vypocitajte jednostranné limity v bode a, ak a) f(x) =5 4 2; b) f(x)= ! =
1+ e;

a=0; c) f(x)zcosl, a=0;d) f(x)=x*, a=3.
x
Riesenie.

13

a) Ak x — 2, dostavame limitu typu ,,% . Podiel ,.cislo lomeno nula“ konverguje do nekonecna (pozri

vetu 6), musime eSte uréit’ znamienko.

Citatel’ zlomku je kladny. Ak x — 2 +, menovatel je kladny, tj. plati lim =,
x—>2+x—2
Ak x — 2 —, rozdiel v menovateli je zaporny, tj. plati  lim =—00,
x—=2-x—2
1 . 1
b) Ak x > 0+, potom ——+w, dalej e¥ -+, adostivame lim = 0.
X x—=>0+ -
1+e*
1 . 1
Ak x > 0—, potom ——> -, dalej e* >0, adostavame lim 0 =1.
X x—>0- il
1+e*

1 1 - .
c) Pre x > 0+ plati —— +o, podobne pre x — 0 — plati —— —co. Limita funkcie kosinus v bodoch
X X

C . e . 1 . 1
+ o resp. — o neexistuje, tj. neexistuju ani limity lim cos—, lim cos—.
x>0+ X x—>0- X



Limity racionalnych funkcii

=50

2 2 2
—15|t=x-3=>x=t+3 t+3) +2(t+3)-15 + . t(t+8
b) limw = m( ) ( ) :11rnt2 8t:hm( ):
>3 ¥ —x-6 x—=>3=>t->0 t—0 (t+3)2—(t+3)—6 t—>0¢° 4+ 5¢ t—>0t(t+5)
t+8 8
t—>0t+5 5
s asx—dt=x—2=x=1+2  (t+2) =5(t+2) +8(t+2)-4 A4
c) lim 3 5 = lim 3 5 = lim 3 =
x>2x° —2x“ —4x+8| x—>2=>t—>0 t—)O(t+2) —2(t+ ) -4 t+2)+8 t—>0¢ +4¢
P (t+1) t+1 1
= lim 5 = lim =—.
(5077 (t+4) >0t+4 4
X Cvicenia.
Vypoctom ukazte, Ze pre dané limity plati:
3 2 5 6 7
- 1
101. 1211: 2x ;”; =< 113, 1 (251D +(3y;+1§ +(4x+1)
X—=>04x—2+0x X—>00 x° +
102. lim M: C (x#1) 4+ (x+2)" o (x+50)"
2,3 114. lim
X—>00 X—X +Xx x>0 x10+100100
17 12
.ox ' =2x746 2 3 2
103. lim =2 =0 m hm[zx : x 14—4;2 2}_3
X—=®© X x| 2x+ —2x
. 3x° +6x* 3 10 20 30
104, Jim ——" == 6 g D=2 (3" 1
Yoo x = 2x 2 e (4 3 5)20 L
X7+
105. 1i 5x16+7x9+4_
e g st (2x—3)20(3x—4)30 30
117. lim ( )50 :[E)
27,9 x> 2x+1
. - - 7
106. lim %:_
o A e 2 (4x-1)" (3x+1)**
365 118. lim ( o =610
i —ox ¥ 6x+5
107. lim —————=-w
x>0 x4 x% 4+ X7
(x+1) x2 1) (x" +1
108, fim 1000x° 119, lim (el t)
- fim ————=0 x>0 n+l n(n+1)
x—o x° +x° +1 [(nx)n+1:| 2 n
~1)(x=2)(x-3)(x—4
106t D)) i
X—® (2x_1) 16
3x% +8x—-1
2 2 120. lim ————=3
110. limwzg x=>-© x°—x+9
B 200x° +300x12
s 121. lim —18:0
(2x3+9x—1) X—>—co 4—x
111 lim——— 2 =3 6 4
3
xaw(2x6+19x4—x) 122. lim M:w
x—>—o  S5y° —23x
5 5 5
+1) +(x+2) +(x+3 7 5
112 11I1’1 (x ) (x5 ) (.X ) :3 123 111’1’1 45x —6x _
x® x"+4 x>0 x4 13 4 2



Limity iracionélnych funkcii

t=x=x=1

x—>4=t—>2

1m—t_2—im -2 = lim ! —l
T 5224 1-2(t=2)(t+2) a2 4

- x-2
lim

x4 x—4

b) Dana limita je opét’ typu ,,0/0“, postupovat’ budeme teda analogicky ako v predo§lom — snazime sa

0 odstranenie iracionalnych vyrazov konvergujucich k nule. Zatial' ¢o v Citateli opat’ vyuzijeme formulu

(a—b)(a+b)=a*-b*, v menovateli pouzijeme vzorec (a —b)(at2 +ab +b2) =a> —b>. Potom:

Vx - SH - Jx-8 Jx+8 (%)2+4i/¥+16 | (x—64){(3/§)2+43/§+16}

lim =1 =
x—>64\/7 40 6

lim
x—)64\/7 4 \/;+8 (%)24-4%-{-16 x—>64 (x—64)(\/;+8)

(i/})z +8x+16

= =3.
x—64 Jx +8

Iny postup: Zlozkami danej iraciondlnej funkcie st aj druhd a tretia odmocnina. NajmenSim spolocnym

. 7 - s ry sy Ay s 6 .y
nasobkom Cisel 2 a 3 je ¢islo 6, to znamena, Ze pri vypocte mézeme pouzit’ substitiiciu t=Yx. Totiz

3 2
pomocou i/; mozno vyjadrit Jx aj 3\/; v tvare \/;:(g/;) , resp. i/;:(i/;) , Co nam umozni

pretransformovat’ dand limitu na limitu racionalnej funkcie. Pocitajme:

2
lim Vx-8|t=Yx=x=1 im ([_2)(’ +2t+4)_. 2 +2t+4
x>643[x _4|x—>64=>12 Hzf/ _4 102174

im = lim
0‘ i>2 (t-2)(t+2) t>2  t+2
€) NaSou snahou opit’ bude ziskat’ vhodnymi upravami limitu racionalnej funkcie. Tento krat budeme

© -8 38‘0

substituovat’ jediny iracionalny vyraz nachadzajuci sa v naSom zlomku. Potom:

lim",/1+x—1 a="1+x=>x=a"-1 ~ lim © H—lim a-1 B

x50 X x—>0=>a—1 a->1g" 10 a—>1(a—1)(a”‘1+a"‘2+...+1)
. 1 1

= lim =—.

as1g" g2 4. 41 n

d) V predchadzajucich pripadoch sme si pomocou vzorcov na rozklad vyrazu «" —b", neN, dokazali
poradit’ s druhou, trefou i »n — tou odmocninu. Ked’ze teraz sa v Citateli nachadzaji dve r6zne odmocniny
s roznymi zékladmi, musime sa dostat’ do predoslej situacie. Preto dany Citatel upravime odcitanim

a pri¢itanim &isla 1 (limita totiz musi zostat’ typu ,,0/0°). Dalsi postup je zrejmy:

N e R R P R v [ﬁ—ul‘m}

lim =lim =lim
x—1 X — x—1 x—1 x>l x—=1 x—1

Jriol el l_m.(i/3x—2)3+(i/3x—2)2+i/3x—2+1_

=lim \/_ + lim 3 2
=l x—=1 x+1 x>0 x-1 (i/3x—2) +(i/3x—2) +Bx—2+1




Limity goniometrickych funkcii
Kedze | OB | =1, | AC | =sin x, ‘ BD | = tg x, z uvedenych nerovnosti dostdvame
sinx <x <tgux,
resp. po Upravach

sin x
cosx <

Potom pre x - 0 + mame

lim cosx=1, ataktiez lim 1=1.

x—0+ x—0+
. ., . . . . sinx
Z vety o limite troch funkcii (pozri vetu 4) uz vyplyva, ze lim ——=1.
x>0+ X

Dalej vyuzitim neparnosti funkcie sinus dostdvame

. sinx| X=—u=u=-x _osin(-u)  —sinu . sinu
lim = lim = lim ——= lim =1.
20— x |x>0-=>u—>0+ u—>0+ —u u—>0+ —u u—>0+ U
, . sinx
Zaver: lim =1.
x>0 Xx
, (v , . sinx
Priklad. Dokazte, ze plati lim ——=0.
xX—>o X
Riesenie.
o . . o . , 1 sinx 1
Kedze funkcia sinus je ohrani¢end, okamzite dostavame —— < <—; x>0.

X X X

_— . 1 .1 . . sl
Dalej plati  lim [——) = lim —=0, odkial uz vyplyva (veta 4), ze lim Y 0.
X—>0 X X—>w X X—w X
, r . . . sinSx . tg3x . l—cosx
Priklad. Vypocitajte limity funkcii @) lim ;b) lim ; €) lim——;
x—=0 X x—0tg 8x x—0 X
d) lim aresinx
x—0 X
Riesenie.

o s , : . sina(x : .

a) Snazime sa vyuzit' zakladni goniometrick limitu lim A, tj. vo vSeobecnosti v Citateli
a(x)=>0 a(x)

potrebujeme sinus funkcie konvergujtcej k nule, tj. sin o(x), zatial’ ¢o v menovateli potrebujeme prave tuto

funkciu ou(x). Preto piSeme:

. sin5x .. 5-sinS5x . sin5x
lim = lim =5 lim
x>0 X x>0 5-x x>0 5S5x

sino.

=5 lim 5:1=5

a—>0 o

a=5x
x=>0=>a0a->0
(v d’alsich prikladoch nebudeme tuto substitiiciu vyznacovat).

b) Opit ide o limitu goniometrickej funkcie, tj. budeme sa snazit’ ziskat’ zakladni goniometricku limitu.

Vyuzitim definicného vzt'ahu funkcie tangens dostavame:



Limity exponencialnych funkcii

, T ... In(cosax)
Priklad. Vypocitajte limitu funkcie lim ——=

; aeR, b=0.
x—0In(cosbx)

Riesenie.
Dana limita je typu ,,0/0“. Pri rieSeni si pomdzeme ,,vytvorenim* Cisla e v Citateli i menovateli zlomku.

Potom mame:

ln(cos ax) ) 1n(1 +cosax — 1)

1 cosax—1
In {(l +(cosax — 1))cosax71 } | eosar
= i

1 cosbx—1 xli% In ecos bx—1
In {(1 + (COS bx — 1))cosbx—1 :|

= lim = lim
x—>0In(cosbx) x—>0In(1+cosbx—1) x>0

.2
. cosax—1 . cosax—1 cosax+1 coshbx+1 . cos’ax—1 . (—sm ax)
= lim = : = =

= . = lim m
x—>0coshx—1 x—0cosbx—1 cosax+1 cosbx+1 x—0cos?hx—1 x*o(—sinsz)

sin’ ax 2
(ax)z ( x)
= lim

x—>0sin2bx.(bx)2 x—>0(bx)2 b

x Cvicenia.

Vypoctom ukézte, ze pre dané limity plati:

6x _ pe _ c
401 lim <1 6 410. lim & =a“Ina; a>0,ceR
x—0 X xX—=>c X—¢C
AT o a"=b" a
402. lim =e 411. lim =In—; a,b>0
x> x— x>0 X b
mx x_ _-x
403, tim L =™ iy neN M2, 1im = 2 b0
x—=0 nx n x—0 sinbx
404, 1im 10 =1_1n10 I a1
x>02%_1 In2 P ’
413. lim =<:0; O<ax<l; a>0
tg2x x>0 g% 41
405. lim =2In5 LI
x—0 X 2’ -
Tx 5x
e —e ax bx
406. lim ———=1 414 1im ———%  —1: a,beR
x>0 2x x>0sinax—sinbx
. 5"32)65 +x8 2 esin9x _esinx
407. hm3—=— 415. lim ——— =
=0 g7t —] 3 x>0 1n(1+2x)
408. lim x(%—1):1na; a>0 Oy
x>0 416. lim x| In| 1+= |-In—|=2
X—0 2 2

X—>0

1 1
409. lim x* (4)« — 41 ] =In4



L"Hospitalovo pravidlo

Potom plati

. . tex ) to xInsi lim tgxInsinx 0

lim (sinx)®" = lim &M =% =e’ =1.
x—0+ x—0+

1
, vy, . .. . Sin x ) 1-cosx
Priklad. Vypocitajte limitu lim .
x—0 X

Riesenie.

Opét ide o limitu typu ,,1°“, tento krat vSak postup z predoslého prikladu trochu modifikujeme. Totiz ak

oznatime y=f¥, potom zrejme plati Iny=1Inf® =gln f. Pocitajme teraz lim gln /', tj. v naom

xX—>a
pripade
sin x X Xcosx-—sinx
. 1 sin x ) In x |0 . sinx X2 . xcosx—sinx |0
lim ——1In |oo'0|=11m —{= lim - = lim 3 —|=
x—01—cosx X x—=>0l—cosx |0 x—0 sin x x—=0  x“sinx 0
. cosx+x(—sinx)—cosx —xsinx o .. —sinx—xcosx 0
= lim - 5 = lim - 3 —|= lim — 5 —| =
x>0  2xsinx+x° cosx x>02xsinx+x"cosx |0] x—>02sinx+4xcosx—x“sinx |0
) —2cosx +xsinx 1
= lim =——.

x>0 608 X — 6xSin X — X> COS X 3

! 1

. 1 . . . i - -
Kedze plati limIny= 3 odtial’ uz vyplyva, ze lim y = lim [smxj sy _ g3

x—0 x—0 x—0 X

X

2

ZxIet dt
Priklad. Vypogitajte limitu  lim —%—
X—>00 ex

Riesenie.

Dana limita je typu ,,0/0%, preto moéZeme pri jej vypocte pouzit’ 1"Hospitalovo pravidlo. Dostavame:

T 2 T 2 x? T 12
2xJe dt 2I€ dt+2xe J.e dt 5
X
. ) ) ) e . 1 *
lim —2 > = lim -2 > = lim | 2 —+1|=lim | ———— |+1= lim +1=1.
X— o &~ X—0 2xe” x>0 0¥ x—0| ¥ +2x26x x—wo]+2x

"Nech f(x) je spojita funkcia definovana na R, nech g(x), h(x) st diferencovatelné funkcie na R. Potom plati:

g(x) g(x)
o = Lels () von 4T 0=/ o018 (- THHC)



Nevlastny integral

. 1
iX) I S—dx=—cotgx+c; x#kn, keZ XV) I =—cotghx+c; x#0

sin” x sinh” x
1 .
X) dx=arcsinx+c; x|<1 XVi) dx = arcsm +c; a#0, x| <a
e et
. 1 "
xi) _[ 3 dx=arctgx+c; xeR XVii) . :—arctg +c; a#0, xeR
x“+1 a a
.. . 1 xX—a
xii) jsmhxdxzcosthrc; xeR XViii) j 5 dx=—7In +c; a#0, xeR
X" —a a xX+a
Xiii) Icoshxdxzsinhx+c; XeR XiX) I\/_ =In|x+vVx?+a|+c; a>0, xeR
Xiv) =tghx+c; xeR XX) S ) =In f +c; f>0
J— e d=mls )

Veta (Newtonov — Leibnizov vzorec):

Nech funkcia f je integrovatelna na intervale (a; ). Nech funkcia f ma na intervale (a; b) primitivou

b
funkciu F, ktord je spojita na intervale (a; b). Potom plati Jf(x)dx = [F(x)]l; =F(b)-F(a).

a

T

0 2 ©
Priklad, Vypoditajte nevlastné integraly: a) j 21 dx ; b) jcotg xdx; C) I sinxdx .
p X +4 0

Riesenie.
a) Prvy integrdl je nevlastny, pretoze integrujeme dant funkciu na intervale nekoneénej dizky (so
singularnou hornou hranicou). Po¢itajme:

® 3
I 5 dx = lim dx = lim [larctgi} =l lim (arctgé—arctglj =l(£—£j -
5Xx°+4 g’ x”+4 gl 2 2], 2¢&g-w 2 2 8

o0

Vysledkom je vlastné realne ¢islo — hovorime, ze nevlastny integral j
> x* +4

dx konverguje.

b) V tomto pripade hovorime o nevlastnom integrali, pretoze integrujeme neohrani¢enti funkciu (tento raz
so singularnou dolnou hranicou). Pocitajme:

TC
TE

T
2
cotg xdx = lim fcotgxdxz lim dx= lim [lnsmx] = lim (lnsinE—lnsinka
L0+ sin x L—>0+ r—0+ 2

COSX

O = | 3



Limita funkcie dvoch premennych
Postup 1.  Zvyraznit, ze sa kbodu W blizime vroznych smeroch, napr. po priamkach, mézeme

substitiiciou y = kx, keR." Potom plati:

(k) 1=k

2 2
lim 5| y = kx| = lim

2 2"
x—=>0 x° + x>0 42 1+k
130 y x“+ (kx)
2 _ yz
Kedze nés vysledok zavisi od smeru, v ktorom sme sa ,,blizili“ k bodu W, lim - neexistuje.
x>0 x° + y

y—0

Postup 2. Neexistenciu tejto limity mézeme ukézat’ analogickou substiticiou x = at, y = Bt; o, BeR.”

Potom:
xX=ot 2 2

L x -y (o) =(Br)” _ o’ P

llmﬁxzﬁt =11n"(1) 3 T= -
R PN T R TRy

X2 - y?
Argumentacia je rovnaka — vysledok zavisi od smeru, v akom sme sa blizili k bodu W, tj. lim -
x—>0 x +y

y—0
neexistuje.

Postup 3. 'V pripade vyskytu suctu x>+ y2 byva &asto vyhodna substiticia do polarnych stradnic.”™

Pocitajme:
X=rcosQ 2 N2 .
. xP—y? . . (rcos@)” —(rsing)”  cos®@—sin’ ¢
llmﬁ X =rsinQ =11n"5 5 — 5= : =cos2(.
02| | 0 (reose) +(rsing)’  cos” psin”g
2 _ y2
Vysledok zavisi od smeru (uhla ¢), v akom sme sa ,,blizili“ k bodu W, tj. lim - neexistuje.
x>0 x° + y
y—0

Postup 4. Ukazat', Zze uvedena limita neexistuje, mdzeme aj pomocou Heineho definicie limity. Oznac¢me

2 2
f(x.y):%, W[0; 0]. Zvol'me dve postupnosti X,[
x4y

21

11 .
—;—}, Y,{—;—] Zrejme plati
nn

n n

lim X, =1limY, =W.

n— oo n—>0

" Vseobecne v pripade po¢itania limity lim f(x,y) md tato substiticia tvar y=k(x-a)+b, x—>a.
xX—>a
y—b

" Vieobecne v pripade pocitania limity lim f (x, y) ma tato substitiicia tvar x=a+af, y=b+pt, t—>0.
b
™" Vseobecne v pripade pogitania limity —lim f (x, y) ma tato substiticia tvar x=a+rcosp, y=b+rsing,
Vb
r—0.



840.

841.

842.

Vypoctom overte, ze pre dané dvojnasobné limity plati:

846.

847.

848.

849.

850.

851.

852.

853.
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